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第六章 重积分

在《高等数学•上册》第三章中,我们讨论了一元函数积分
学及其应用.本章我们将利用一元函数积分学解决多元函数积
分法及应用问题.也就是先将一元函数问题的微分法推广到多
元函数问题上去,得到所谓的重积分,然后利用一元函数积分
法解决重积分的计算问题.

与定积分类似,重积分的概念也是从实践中抽象出来的,是
定积分的推广,其中的数学思想与定积分一样,也是一种“和
式的极限”.所不同的是：定积分的被积函数是一元函数,积
分范围是一个区间；而重积分的被积函数是多元函数,积分范
围是平面或空间中的一个区域.
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我们将从求体积与质量等问题引入重积分的概念,然后讨论

其性质与计算.先讲二重积分,再讲三重积分,讲三重积分时侧
重讲计算.

在学习重积分之前,一定要熟练地掌握定积分的基础知识与
计算.
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本章主要学习内容

1．二重积分的概念与性质.
2．二重积分的计算（直角坐标系下与极坐标系下二重积分
的计算）.

3．三重积分（三重积分的概念可以看成二重积分概念的推

广，性质可以看成二重积分某些性质的推广，主要介绍直
角坐标系下、柱面坐标系下三重积分的计算）.

4．重积分的应用（采用微元法介绍重积分在几何问题中的
某些应用）.
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二重积分的概念与性质
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一、两个引例

所谓曲顶柱体(如图),是指在空间直角

坐标系中以曲面 z=f (x, y)( f (x, y) ≥0)为
顶,以xOy平面上的有界闭区域D为底面,

以区域D的边界曲线为准线而母线平行于

z轴的柱面为侧面的立体．

现求其体积V.

例1  曲顶柱体的体积

解法类似定积分解决问题的思想:

“分割,近似,求和,取极限”
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用任意曲线网分D为 n 个区域： 并用

相同符号表示各小区域的面积.每个小区域对应着一个小的曲

顶柱体．于是将大的曲顶柱体分成n 个小的曲顶柱体.小区域

(i=1,2, …,n)上任意两点间距离的最大值，称为该小区域

的直径，记为di (i=1,2, …,n).

nσσσ ∆∆∆ ,,, 21 

iσ∆

(2) 近似

在 (i=1,2, … ,n)上任取一点 ，则 表

示第i个小的曲顶柱体体积的近似值．

iσ∆ ( , )i i iP ξ η ( , )i i if ξ η σ∆
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(4) 取极限
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例2  平面薄片的质量

设平面薄片占据xOy平面上的有界闭区域D,面密度

在D上连续．现求其质量M.

( , )x yρ

将薄片任意分成 n 个直径很小的小块,记第i个小块为 ,                                    
并用相同符号表示其面积(i=1,2, … ,n).

iσ∆

在 (i=1,2, … ,n)上任取一点 ，则 表

示第i个小薄片质量的近似值．于是

iσ∆ ( , )i i iP ξ η ( , )i i iρ ξ η σ∆
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(1) 解决问题的步骤相同：“分割,近似,求和,取极限”；

两个问题的共性

(2) 所求量的结构式相同：

平面薄片的质量

曲顶柱体的体积
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二、二重积分的概念

设函数z=f (x, y)在平面有界闭区域 D 上有定义，将D任意

分成 n 个小区域 (i=1,2, …) , 其中 表示第i个小区域, 
同时也表示其面积.在 上任取一点 ，作和

iσ∆

iσ∆
iσ∆

( , )i iξ η
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n

i i
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=
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记 ，若不论区域D的分法如何，也不论

小区域上点 的取法如何，当λ→0时，上述和式都有确

定的极限I，则称函数 f (x,y) 在D上可积，并且称极限I就是f 
(x,y) 在D上的二重积分.记为 .

( , )i iξ η
1
max{ }ii n

λ σ
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= ∆ 的直径
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D
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1.定义
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积分域 被积函数

积分表达式

面积微元

积分和

0 1
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2. 二重积分存在的条件

1. 有界闭区域D上的连续函数f (x,y)在该区域上可积；

2. 当f (x,y)在区域D上有界，且只在有限个点或有限条曲线上

不连续时, f (x,y)在区域D上可积．
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3. 二重积分的几何意义

由二重积分的定义知，例1中的曲顶柱体的体积V就是曲顶

f (x,y)在底面D上的二重积分 .显然，当f (x,y)>0时,
二重积分就是例1中所示曲顶柱体的体积V ；当f (x,y)<0时，

二重积分等于相应曲顶柱体体积的负值； 若f (x,y)在区域D的

某些部分区域上是正的，而在其它部分区域上是负的，则二

重积分表示这些部分区域上柱体体积的代数和，即用xOy平
面上方的柱体体积去减xOy平面下方的柱体体积.

( , )
D

f x y dσ∫∫
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性质1 (线性性质)设f(x,y)和g(x,y)在D上可积，k为常数，则

(1)

(2)

性质2 (对区域的可加性)设f(x,y) 在D上可积且D=D1+D2,则

1. 基本性质

( )d d d .
D D D

f g f gσ σ σ+ = +∫∫ ∫∫ ∫∫

d d .
D D

kf k fσ σ=∫∫ ∫∫

1 2

( , )d ( , )d ( , )d .
D D D

f x y f x y f x yσ σ σ= +∫∫ ∫∫ ∫∫

三、二重积分的性质
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性质3 (保号性)设f(x,y)和g(x,y)在D上可积，则

(1) 设f(x,y) ≥0， (x,y) ∈ D.则

(2)  设f(x,y) ≥g(x,y) ，(x,y) ∈ D.则

性质4 设f(x,y) 在D上可积，则| f(x,y) |也在D上可积，且

( , )d 0.
D
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d d .
D D
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性质5 (二重积分的中值定理)设f(x,y) 在闭区域D上连续，则

存在 ，使得( , ) Dξ η ∈ ( , )d ( , ) .D
D

f x y f Sσ ξ η=∫∫
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例1 比较二重积分 与二重积分 的大小，

其中

2( ) d
D

x y σ+∫∫ 3( ) d
D

x y σ+∫∫
2 2: ( 2) ( 1) 2.D x y− + − ≤

(1,0)

1x y+ =
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性质1 设积分区域D关于x轴对称， D1为D在x轴上方的部分，

则

2. 对称性质
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性质2 设积分区域D关于y轴对称， D2为D在y轴右侧的部分，

则
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网络精品课程性质3 设积分区域D具有轮换对称性， 即将x和y互换，D不

变(即D关于直线y=x对称) ，则
1
2( , )d ( , )d ( ( , )d ( , )d ).

D D D D

f x y f y x f x y f y xσ σ σ σ= = +∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

注 利用二重积分的对称性, 可以有效地提高二重积分计算速
度和准确程度, 甚至可以解决很棘手的问题.但这些结果掌握
和使用比较困难, 因此我们要尽可能地从二重积分的定义及几
何意义上理解和使用它们, 而不能死记硬背地照抄照搬.

例2 设 ，函数f(x)连续，计算2 2: 2D x y y+ ≤
2 21 ( ) d .

D

I xyf x y σ = + + ∫∫
(0,1)
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