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1. 曲面方程的概念

引例求到两定点A(1,2,3) 和B(2,-1,4)等距离的点的轨迹方程. 

222 )3()2()1( −+−+− zyx

07262 =−+− zyx化简得

即

说明 动点轨迹为线段 AB 的垂直平分面.

显然在此平面上的点的坐标都满足此方程, 

不在此平面上的点的坐标不满足此方程.

222 )4()1()2( −+++−= zyx

解设轨迹上的动点为 ,),,( zyxM ,BMAM =则

一、空间曲面及其方程
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定义
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如果曲面 S 与方程 F( x, y, z ) = 0 有下述关系:

(1) 曲面 S 上的任意点的坐标都满足此方程;

则 F( x, y, z ) = 0 叫做曲面 S 的方程, 

曲面 S 叫做方程 F( x, y, z ) = 0 的图形.

两个基本问题 :

(1)  已知一曲面的几何形状时,

(2) 不在曲面 S 上的点的坐标不满足此方程,

求曲面的方程.

(2)  已知曲面的方程时 ,  研究它所表示的几何形状 ( 必要时需作图 ). 
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故所求方程为

例1 求动点到定点

特别,当M0在原点时,球面方程为

解设轨迹上动点为

即

依题意

距离为 R 的轨迹方程.
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表示上(下)球面 .
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例2 研究方程

解 配方得

5,)0,2,1(0 −M此方程表示:

说明 如下形式的三元二次方程 ( A≠ 0 )

都可通过配方研究它的图形.其图形可能是一个球面, 或点. 

表示怎样的曲面.

半径为 的球面.球心为
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定义 一条平面曲线绕其平面上一条定直线旋转一周，

2. 旋转曲面

所形成的曲面叫做旋转曲面.该定直线称为旋转轴.

这条曲线称为旋转曲面的母线.

例如
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建立yoz面上曲线C 绕 z 轴旋转所成曲面的方程

旋转曲面方程为

给定 yoz 面上曲线 C: 
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思考当yoz 面上曲线 C 绕 y 轴旋转时，方程如何？
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2 2( , ) 0f x zy ± + =

 xoy坐标面上的已知曲线 C: 0),( =yxf 绕 y  

( ) .0,22 =+± yzxf ( ) .0, 22 =+± zyxf

轴和 x 轴旋转一周的旋转曲面方程分别为 

类似地，
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坐标面上的已知曲线C:
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轴和 x 轴旋转一周的旋转曲面方程分别为
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例3 yoz面上直线z=ky绕z轴旋转一周所得的

------圆锥面方程

2 2 2 2( )z k x y= +
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旋转曲面是

例4 在zox面上抛物线z=x2绕z轴旋转一周所得的

旋转曲面是 2 2z x y= +

------旋转抛物面方程
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x y

例5 求坐标面 xoz 上的双曲线

分别绕 x轴和 z 轴旋转一周所生成的旋转曲面方程.

解绕 x 轴旋转所成曲面方程为
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绕 z 轴旋转所成曲面方程为 12
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这两种曲面都叫做旋转双曲面.
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3. 柱面

引例分析方程 在空间直角坐标系中表示怎样的曲面 .

的坐标也满足方程

解在 xoy 面上， 表示圆C,  

222 Ryx =+

沿曲线C平行于 z 轴的一切直线所形成的曲面称为圆柱面.

故在空间 222 Ryx =+

过此点作

对任意 z ,平行 z 轴的直线 l ,

表示圆柱面.

oC

在圆C上任取一点 ,)0,,(1 yxM

l
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),,( zyxM点

其上所有点的坐标都满足此方程,
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定义 平行定直线并沿定曲线 C 移动的直线 l  形成

的曲面叫做柱面. C 叫做准线,  l 叫做母线.

• 表示抛物柱面,

母线平行于 z 轴;准线为xoy 面上的抛物线.
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z 轴的平面. (且 z 轴在平面上)

0=− yx• 表示母线平行于

C

表示母线平行于z 轴的椭圆柱面.
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1. 空间曲线的一般方程

空间曲线可视为两曲面的交线,

其一般方程为方程组

2S
L 0),,( =zyxF0),,( =zyxG

1S

例如,方程组 表示圆柱面与平面的交线 C. x

z

y1
o

C2

二、空间曲线及其方程
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又如,方程组 表示上半球面与圆柱面的交线C. 
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2. 空间曲线的参数方程

将曲线C上的动点坐标x, y, z表示成参数t 的函数:

称它为空间曲线的参数方程.
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例6 将下列曲线化为参数方程表示:

解 根据第一方程引入参数 , 得所求为
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3. 空间曲线在坐标面上的投影

设空间曲线 C 的一般方程为

消去 z 得投影柱面

则C 在xoy 面上的投影曲线 C´为

消去 x 得C 在yoz 面上的投影曲线方程

消去y 得C 在zox 面上的投影曲线方程





=
=

0
0),(

z
yxH





=
=

0
0),(

x
zyR





=
=

0
0),(

y
zxT

z

y

x

C

C ′

正文



网络精品课程

z
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所围的立体在 xoy 面上的投影区域为:二者交线在

如,上半球面 和锥面

在 xoy 面上的投影曲线

二者交线

.0,122 =≤+ zyx所围圆域:

xoy 面上的投影曲线所围之域 .
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小结

1. 理解空间曲面方程.

2. 理解空间曲线方程.
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